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DE LA PURETE´ LOCALE A` LA DE´COMPOSITION
FOUAD EL ZEIN AND DU˜NG TRA´NG LEˆ
Abstract. Le the´ore`me de de´composition se de´duit de la purete´ locale.
From Local purity to Decomposition
Abstract. The decomposition theorem is deduced from local purity.
1. Introduction
Cette note fait suite a` la note [14] ou` nous avons explique´ comment le the´ore`me
de de´composition en dehors d’un point implique un the´ore`me de purete´ locale en ce
point dans le cadre analytique, similaire au the´ore`me de purete´ locale de Deligne-
Gabber de [10] dans le cadre alge´brique. Ici nous montrons comment ce the´ore`me
de purete´ locale en un point sert a` e´tendre le the´ore`me de de´composition en ce
point, ce qui permet d’e´tablir simultane´ment par re´currence le the´ore`me de purete´
locale et le the´ore`me de de´composition.
Nous reprenons les notations de [14]. Soit f : X → V un morphisme projectif
de varie´te´s alge´briques complexes, L˜ une variation de structures de Hodge (VSH)
polarise´e sur un ouvert Ω lisse de X , j : Ω → X , L := L˜[m] le complexe de
cohomologie re´duite a` L˜ en degre´−m ou`m est la dimension deX , et j!∗L l’extension
interme´diaire de L. Dans la note pre´ce´dente [14] nous avons de´duit la purete´ locale
en un point v de V , de la de´composition de Rf∗j!∗L sur V − v . Il s’agit a` pre´sent
d’e´tendre la de´composition en v.
Cette notion consiste en re´alite´ en deux de´compositions de nature bien dis-
tinctes. L’une consiste a` de´composer une cohomologie perverse pHi(Rf∗(j!∗L))
en une somme directe d’extensions interme´diaires canoniques qui utilise la the´orie
de Hodge.
L’autre consiste a` de´composer le complexe en une somme directe de complexes
e´le´mentaires se re´duisant a` ses propres cohomologies perverses de´cale´es en degre´,
ce qui de´coule de la de´ge´ne´rescense de la suite spectrale de Leray perverse et qui
se de´duit d’un re´sultat de type Lefschetz [6], a` savoir: le cup-produit ite´re´ avec
la classe η d’une section hyperplane, induit des isomorphismes de (complexes de)
faisceaux de cohomologie perverse ηi : pH−i(Rf∗j!∗L)
∼
−→ pHi(Rf∗j!∗L).
La de´montration proce`de par une re´currence sur les strates d’une stratification
convenable du morphisme f . Le pas de re´currence consiste a` appliquer le the´ore`me
de purete´ locale a` une section normale a` une strate de V en un point de la strate.
Date: Janvier 2013.
1991 Mathematics Subject Classification. Primary 54C40, 14E20; Secondary 46E25, 20C20.
Key words and phrases. Hodge theory, algebraic geometry.
1
2 FOUAD EL ZEIN AND DU˜NG TRA´NG LEˆ
Pour poursuivre le raisonnement de re´currence et utiliser chaque fois une SHM sur
le comple´mentaire d’un diviseur a` croisements normaux (DCN), on doit pre´parer
la varie´te´ X a` l’aide d’une de´singularisation adapte´e a` L et a` une stratification de
Thom-Whitney de f , ce qui ne change pas la porte´e du re´sultat puisque l’on peut
toujours se re´duire a` ce cas.
En fait, la de´composition refle`te les proprie´te´s topologiques des morphismes pro-
jectifs en ge´ome´trie alge´brique complexe et il est agre´able de lier ces re´sultats a`
des fibrations topologiques induites sur les strates d’une stratification de Thom-
Whitney sur la base. De plus, ayant choisi d’utiliser des complexes logarithmiques,
on s’inte´resse particulie`rement a` des fibrations par des DCN sur les strates au sens
de la note pre´ce´dente (voir De´finition 3.1 [14]).
On de´bute la re´currence sur l’ouvert U forme´ par la re´union des grandes strates
lisses de V tel que la restriction de f au-dessus de U soit lisse et propre. On suppose
par construction que: f−1(U) est le comple´mentaire d’un DCN, le comple´mentaire
Y = X − Ω est un DCN et que les singularite´s de L forment au-dessus de U un
DCN horizontal YU := Y ∩ f−1(U) relatif sur U .
Alors la famille de cohomologie d’intersection des fibres forme une VSH polarise´e.
Dans ce cas, les faisceaux image-directes supe´rieures Rif∗j!∗L classiques coincident
avec les cohomologies perverses: pHi(Rf∗(j!∗L)) = Hi(Rf∗(j!∗L)), le the´ore`me de
Lefschetz difficile s’applique, et par conse´quent les re´sultats de [6] aussi, d’ou` la
de´composition sur U .
On choisit un point ge´ne´ral v de V − U . Il appartient a` une strate S de V de
dimension strictement infe´rieure a` la dimension n de V . La purete´ locale en v sert
alors a` e´tendre la de´composition au voisinage du point v dans une section normale
Nv dans V a` la strate S. Le point v est dans une strate induite de dimension
minimale sur Nv, ce qui nous rame`ne a` e´tudier le cas d’une strate de dimension
minimale. On suppose par construction que l’image re´ciproque de la strate S est
un DCN dans X qui est relatif sur la strate S, on pourra e´tendre la de´composition
sur tout un voisinage de v dans V .
Morphismes d’intersection. Avec notre hypothe`se sur f , il est naturel d’exprimer
le re´sultat en termes de morphismes d’intersection I dont l’importance apparait
comme une des re´ve´lations de la the´orie dans [2]. Soit XSl := f
−1(Sl) l’image
re´ciproque d’une strate Sl de dimension l ≤ n, ou` n est la dimension de V , d’une
stratification de Thom-Whitney S, on pose iXSl : XSl → X , iSl : Sl → V et on
conside`re le morphisme compose´:
(1.1) ISl : Ri
!
XSl




Sous l’hypothe`se de fibration sur les strates de V , on en de´duit des syste`mes locaux
images









sur les diffe´rentes strates qui interviennent dans la formule explicite de la de´composition
de K := Rf∗j!∗L en tant que somme directe d’extensions interme´diaires par iSl :
pHi(K) ≃ ⊕Sl∈SiSl !∗L
i
l [l]. Ces L
i
l sont en fait des VSH polarise´es de poids a+ i− l,
car Lil est l’image d’une variation de SHM de poids ω ≥ a+ i− l dans une variation
de SHM de poids ω ≤ a + i − l et de plus le tout est calcule´ avec des complexes
logarithmiques en XSl , DCN relatifs sur Sl.
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Retenons que le the´ore`me de de´composition sera de´montre´ par induction sur la
dimension de´croissante des strates de V . La preuve n’utilise pas la the´orie des cycles
e´vanescents et diffe`re des preuves actuelles que nous citons en re´fe´rence [2, 19].
2. De´composition de la cohomologie perverse
Nous allons expliquer le pas de la re´currence dans le cas d’une fibration par des
DCN sur les strates ( [14], de´finition ?). La situation est donc celle d’un morphisme
projectif de varie´te´s alge´briques complexes f : X → V ou` X est lisse et d’une V SH
polarise´e de´finie sur un syste`me local L˜ sur le comple´mentaire de Y un DCN dans
X . Une stratification S de V de´finit une famille de sous-espaces ferme´s Vi, re´union
de strates de dimension ≤ i pour i ∈ [0, n]: V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn−1 ⊂ V = Vn, et
Vn−1 contient le lieu singulier de V . Soit XVi = f
−1(Vi) et pour chaque strate Sl
de dimension l soit XSl = f
−1(Sl), par construction, l’espace XVi est un DCN dans
X . Les proprie´te´s de la stratification que nous utilisons sont:
• (T) Au-dessus de Sl le morphisme fl : XSl → Sl, induit par f , est un fibre´
topologique localement trivial de fibre en un point v un DCN dans l’image
re´ciproque lisse d’une setion normale ge´ne´rale Nv a` Sl en v.
• (W) Le link de la strate Sl en un point de Sl est un invariant topologique
localement constant.
Comme les stratifications sont de Thom-Whitney, le re´sultat de J. Mather dans [18]
nous garantit la propie´te´ W.
En particulier, la restriction de f a` X −XVn−1 est lisse sur V − Vn−1. On peut
toujours supposer Y = XVn−1 ∪ Yh union de XVn−1 avec un DCN horizontal Yh tel
que la restriction de f a` Yh induise au-dessus de de la grande strate U := V −Vn−1
un DCN relatif. De meˆme la fibre de XSl en un point v est un DCN dans l’image
re´ciproque d’une section normale ge´ne´raleNv a` Sl en v. Dans ce cas la stratification
est dite adapte´e a` f et L.
L’espace Y contient donc les singularite´s de L et de f de sorte que l’on puisse
utiliser des complexes logarithmiques pour la the´orie de Hodge a` coefficients dans










ou` i′l : XVl = f
−1(Vl)→ X, il : Vl → V , (resp.jl : (X −XVl)→ X, kl : (V − Vl)→
V ) de´notent les plongements dans X et V , (resp. les plongements des comple´ments
ouverts). Soit v un point dans V0, on e´crit iXv : Xv = f
−1(v)→ X, kv : (V −{v})→
V et jv : (X − Xv) → X . Enfin V
∗
l := Vl − Vl−1 est la re´union (e´ventuellement
vide) des strates de dimension l.
On va montrer que la purete´ locale en v permet d’e´tendre la de´composition de
V − V0 a` V a` travers les points v ∈ V0 de la re´union des strates de dimension
ze´ro. Cet argument s’applique en fait a` l’e´tape de re´currence inductive a` travers
une strate de dimension quelconque, auquel cas le point v est l’intersection avec
une section normale a` la strate Nv dans V . On e´crit aussi pour chaque strate:
iSl : Sl → Sl et de meˆme avec abus de notation iSl : Sl → V .
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Proposition 2.1 (De´composition de la cohomologie perverse). Soit i0 : V0 → V
la re´union des strates de dimension 0 et supposons que la cohomologie perverse
de K = Rf∗j!∗L se de´compose sur l’ouvert k0 : (V − V0) → V en une somme
directe d’extensions interme´diaires de VSH : Lil (1.2) sur toutes les strates Sl de
V ∗l := Vl − Vl−1 pour tout l > 0 et en tout degre´ i, soit:








l [l], K|V−V0 = ⊕i∈Z
pHi(K)|V−V0 [−i]







donne lieu a` une suite exacte courte: 0 → Im pαi → pH
i(K)
pρi
−−→ Im pρi → 0 de
faisceaux pervers, scinde´e sur V , qui se de´compose en termes de Lil et L
i
0 (1.2):









l [l], et Im
pαi = ker
pρi ≃ (i0)∗Li0.
La preuve e´tant locale aux points de V0, on peut supposer V projective et V0
re´duit a` un point v et l’on e´crit iv, kv pour les immersions au lieu de i0, k0. La









→, et de plus on a: pHi(iv∗Ri!vK) ≃ iv∗H
i(Ri!vK). Afin de calculer
successivement: Im pρi, Im
pαi et prouver le scindage dans
pHi(K), il nous est
utile d’abord de signaler le calcul suivant de cohomologie perverse de Rkv∗K|V−{v}
a` partir de la de´composition (2.1):
Lemme 2.2. 1) Dans le cas d’un seul syste`me local L′ sur une strate Sl contenant
v dans son adhe´rence, on note iSl : Sl → Sl, kv : (Sl − v) → Sl, alors la suite











































′[l]) ≃ Hi+1v ((iSl)!∗L
′[l]) pour i > 0.
2) Dans le cas d’une somme directe de syste`mes locaux K ′ := ⊕j(iSl)!∗L
j
l [l− j] sur
la meˆme strate Sl, on a:














l [l − j])→ 0











iii) En particulier un morphisme ϕ a` valeur dans pHi(Rkv∗k∗vK
′) se factorise par
(iSl)!∗(L
i
l [l]) si h ◦ ϕ = 0.
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En 1, on utilise: pHi((iSl)!∗L
′[l]) = 0 pour i 6= 0, H0(i∗v(iSl)!∗L
′[l]) = 0 et
Hiv((iSl)!∗L
′[l]) = 0 pour i ≤ 0.
En 2 i) on applique l’assertion 1 a` L′ := Ljl sur Sl pour de´duire:
pHi(Rkv∗k∗v(iSl)!∗L
j
l [l− j]) =
pHi−j(Rkv∗k∗v(iSl)!∗L
j
l [l]) = 0 pour i < j,
pHi(Rkv∗k∗v(iSl)!∗L
j





l [l − j]) pour i > j,











l [l − j])→ 0.
L’e´nonce´ 2 ii) se de´duit du cas i < j, et 2 iii) s’applique pour toute suite exacte
dans une cate´gorie abe´lienne.
2.1. Preuve de la proposition 2.1. 1) Calcul de l’image de pρi. Par de´finition
du foncteur extension interme´diaire [2], 1.4.22, p.54, on a:
(kv)!∗
















l = Vl − Vl−1, dim.Sl = l, d’apre`s l’hypothe`se




















l [l] = Im
pγi.
Pour obtenir l’e´galite´ Im pρi = Im
pγi, il suffit de prouver, d’apre`s le lemme 2.2
















l [l − j]).
Interpre`tation du morphisme pρ0i . On conside`re de petits voisinages Bv de v et BXv
de Xv et on interpre`te le morphisme

























ou` l’espace Hi(Xv, j!∗L) est de poids ω ≤ a+i alors qu’a` droite le poids est ω > a+i
d’apre`s le re´sultat sur la semi-purete´ en v, donc pρ0i = 0.




s’annule sur l’image de pρi−1 et par conse´quent, d’apre`s le lemme pre´ce´dent 2.2, (2















et l’on a Im pαi ≃ Hiv(V,K)/Im
pδi−1. Par ailleurs, rappelons que Li0 est l’ image
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et l’on a Im Iiv ≃ H
i
v(V,K)/Im δi−1. Il suffit donc de prouver: Im
pδi−1 = Im δi−1.





pτ≤i−1K)) ≃ δi−1(pτ≤i−1Hi−1(BXv − Xv, j!∗L)). Alors que l’on
veut l’e´galite´ avec toute l’image δi−1(H
i−1(BXv −Xv, j!∗L)), ce qui de´coule de la
semi-purete´: en effet, le quotientHi−1(BXv−Xv, j!∗L))/
pτ≤i−1 est de poids ω < a+i
et le poids de HiXv (X, j!∗L) est ω ≥ a+ i d’ou` les images de
pδi−1 et δi−1 sont e´gaux
dans HiXv (X, j!∗L) de poids ω ≥ a + i. Vu que Im
pαi = ker
















Hi(i∗vK). Par de´finition de L
i
0, le morphisme θi induit un isomorphisme sur iv∗L
i
0 =
Im pαi = ker
pρi, alors que θi ◦ pβi = 0, et par conse´quent Im pβi ∩ Li0 = 0. On en
de´duit que pρi induit un isomorphisme: Im
pβi
pρi
−−→ Im pρi et finalement: pHi(K) =
Im pβi ⊕ iv∗Li0




















2.2. Lefschetz difficile. Pour terminer, il faut de´montrer l’isomorphisme de Lef-
schetz pour le cup-produit ite´re´ avec la classe η d’une section hyperplane sur la
cohomologie perverse. Par re´currence, il reste a` ve´rifier le cas d’un point v de la
strate de dimension ze´ro. Nous le ve´rifions sur les termes de la formule explicite








Iiv→ Hi(Xv, j!∗L)) pour l’image du morphisme
d’intersection Iiv. Il reste a` prouver
Proposition 2.4. i) La SH L−iv est duale de Poincare´ de L
i
v pour tout i ∈ Z.
ii) Le cup-produit ite´re´ avec η induit des isomorphismes ηi : L−iv → L
i
v pour i ≥ 0.
En particulier, Liv est une SH polarisable.
L’assertion i) est claire sur la de´finition auto-duale du morphisme d’intersection.
ii) Interpre´tation dans le cas classique ou` L˜ est un syste`me local en degre´ 0 sur X
lisse et Xv aussi est lisse. Le re´sultat utilise la de´composition de Lefschetz sur Xv
comme suit
H
−(i−1)(Xv, L˜|Xv [m− 1])
ηi−1
≃
−→ H(i−1)(Xv, L˜|Xv [m− 1])
↑ η ց ηi ↓ η
H
−(i+1)(Xv, L˜|Xv [m− 1])
ηi+1
≃
−→ H(i+1)(Xv, L˜|Xv [m− 1])
Pour interpre´ter ce diagramme, on note que pour L := L˜[m], l’image de l’injection




Iiv−→ H−i(Xv,L|Xv )) d’apre`s
l’isomorphisme de Thom-Gysin: H−(i+1)(Xv, L˜|Xv [m − 1]) = H
−i−2(Xv, j!∗L) ≃




(X, j!∗L), alors que l’image de la surjection η a` droite est e´gale a` l’image Liv
de HiXv (X,L)
Iiv→ Hi(Xv, j!∗L)).
Donc, l’isomorphisme ηi, induit sur l’image de l’injection η a` gauche, un isomor-
phisme sur l’image de η a` droite:
L−iv ≃ η(H
−(i+1)(Xv, L˜|Xv [m− 1]))
ηi
≃
−→ Hi+1(Xv, L˜|Xv [m− 1]) ≃ L
i
v
qui se de´duit de l’isomorphisme classique ηi+1 en bas dans le diagramme.
La partie primitive de H−i(Xv,L|Xv ) n’est donc pas concerne´e, ce qui pourrait
expliquer le re´sultat surprenant qui suit et qui e´vite le cas crucial dans le cas
classique d’une re´currence sur une section hyperplane.
Preuve de ii). L’e´nonce´ garde un sens meˆme siXv n’est pas la fibre d’un morphisme,
mais on va utiliser la remarque (2.3) pre´ce´dente dans la preuve et donc le fait queXv
soit la fibre d’un morphisme f . On proce`de par re´duction a` une section hyperplane
relative lisse H dans X , d’intersection transversale aux strates du DCN: Xv ∪ Y .
Soit iH : H → X l’immersion. Le cup-produit avec la classe η de H de´finit un





application des foncteurs Ri!Xv et i
∗
Xv
on obtient des morphismes commutant avec
les morphismes d’intersection I∗v sur X et I
∗















→ Hi(Xv ∩H, j!∗L)
G∗
→ Hi+2(Xv, j!∗L)








v = Im Ivi+ 2 pour les images des
morphismes verticaux de´finis par I∗v . On s’inte´resse a` l’image de la premie`re ligne







ou` ρ′ ( resp. G′ ) est induit par le morphisme ρ∗ (resp. G∗ ).
Lemme 2.5. Le morphisme induit ρ′ : Liv → L(H)
i
v est un isomorphisme pour
i < 0 et par dualite´ G′ : L(H)iv → L
i+2
v est un isomorphisme pour i > 0.
Preuve. D’apre`s le the´ore`me d’annulation d’Artin-Lefschetz sur l’espace affine Xv−
Xv ∩H , on a:




sont des isomorphismes pour i < 0 et injectifs pour i = 0.
ii) Les morphismes ρ∗ : Hi(Xv, j!∗L)→ Hi(Xv ∩H, j!∗L)
sont des isomorphismes pour i < −2 et injectifs pour i = −2.
On de´montre i). Le complexe PXv = Ri
!
Xv
j!∗L[1] est un faisceau pervers sur le
diviseur de CartierXv [2] p.106. Sur l’espace affine, on a: H
j
c(Xv−Xv∩H,PXv ) = 0




(X, j!∗L) ≃ Hi−1(Xv, PXv )
ρ!




Suite de la preuve. On pose K = Rf∗j!∗L et K(H) = R(f|H)∗(j!∗L|H) et, vue la
remarque (2.3), on introduit les morphismes δi−1 sur X , et δi−1(H) sur H , dans le









(X, j!∗L) ≃ Hiv(V,K)
ρ!







i(Xv, j!∗L) ≃ Hi(i∗vK)
ρ∗
→ Hi(Xv ∩H, j!∗L) ≃ Hi(i∗vK(H))
Pour e´tablir l’isomorphisme ρ′ : Liv ≃ L(H)
i
v, e´tant donne´ que ρ
! est un isomor-
phisme pour i < 0, il suffit de prouver que le morphisme ρ! induit aussi un iso-
morphisme ker Iiv ≃ ker I
i
v(H) ou aussi Im δi−1 ≃ Im δi−1(H); or on a d’apre`s la
remarque pre´ce´dente (2.3):




















(noter que: la restriction L|H [−1] de´cale´e de [−1] est un faisceau pervers sur




l et que I
i
v(H, j!∗L)) =





l , on conside`re un point ul d’une strate Sl de dimension l, une section Nul
normale a` Sl au point ul, et les sous-espaces XNul := f
−1(Nul) qui est lisse et
Xul := f









ou` la restriction de j!∗L[−l] a` XNul est un faisceau pervers car XNul est de codi-
mension l par transversalite´. Comme i < 0 et j < i on a j < −1 et le the´ore`me






des deux termes pris avant restriction a` H a` gauche et apre`s restriction a` H a`
droite. En particulier le raisonnement s’applique aussi sur une strate ge´ne´rique Sn.
En effet Xn := f








ou` H−n+j(Xu, j!∗L) = Hm−n+j(Xu, L˜) est isomorphe a`
H
−n+j(Xu, L˜) = Hm−n+j(Xu∩H, j!∗L) par le the´ore`me sur la section hyperplane de
Lefschetz carXu est de dimensionm−n et j < −1. D’ou` ρ! qui est un isomorphisme,
induit aussi des isomorphismes de Im δi−1 = ker I
i
v sur Im δi−1(H) = ker I
i
v(H).
Les colonnes du diagramme e´tant exactes, il induit les isomorphismes ρ′ pour i > 0
(et par dualite´ on a des isomorphismes G′) dans le diagramme suivant:
ηi : L−iv
ρ′











ou` ηi−1 est un isomorphisme par re´currence; ce qui termine la preuve du lemme, et
celle de la proposition.
Corollaire 2.7. i) Le cup-product avec la classe d’une section hyperplane de´finit
des isomorphismes ηi : pH−i(K)→ pHi(K) pour i ≥ 0.
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ii) Le the´ore`me de de´composition est vrai pour un morphisme fibre´ par des DCN
sur les strates, donc pour tout morphisme alge´brique propre.
ii) En effet, le the´ore`me s’applique sur la grande strate d’apre`s le cas classique. Si
on suppose par re´currence le the´ore`me vrai sur V − Vl, il se prolonge a` la re´union
des strates Sl de dimension l, car en tout point v de Sl, les re´sultats pre´ce´dents
s’appliquent sur la normale en v a` Sl ce qui entraˆıne le re´sultat au voisinage de
v dans Sl et donc sur tout Sl. On a vu que pour tout morphisme f , on peut se
re´duire au cas fibre´ par des DCN relatifs sur les strates.
Remarque 2.8 (La de´composition naturelle). Deligne de´duit du the´ore`me
de de´composition, pour η fixe´, un morphisme canonique ⊕pHi(K)[−i]
γ
→ K [9] qui
pre´sente l’avantage d’eˆtre compatible avec la SHM sur la cohomologie d’un ouvert
de la forme f−1(U), ce qui devrait permettre de construire une the´orie de Hodge
en bas sur V a` partir des VSH sur les images Lil des morphismes d’intersection et
compatible avec la SHM induite sur les gradue´s pervers utilise´s dans cette note. Ce
re´sultat correspond au fait bien connu que la suite spectrale de Leray perverse est
compatible avec les SHM.
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